CAPITOLUL 4

ELEMENTE DE CALCUL VARIATIONAL

4.1. Introducere

Calculul variational se ocupa cu studiul extremelor pentru o clasa speciald de functii
numite functionale. Aceste functionale sunt definite pe submultimi ale unor spatii de functii
obignuite. Din punct de vedere istoric, contributii decisive la dezvoltarea calculului variational
au adus Euler (1744), dar mai ales Lagrange (1760) care a dat metodele generale ale
disciplinei si le-a aplicat in mecanicd. Vom incepe cu prezentarea unor probleme clasice ale
calculului variational.

Curba de cea mai rapida coborare (problema brachistocronei). Problema a fost
formulatd de Johann Bernoulli in 1696. De rezolvarea acestei probleme s-au ocupat fratii
Johann si Jacob Bernoulli, Newton, Leibniz, I’Hospital. Originea termenului brachistocrona
se afld in limba greacd (brakhistos = cel mai scurt, khronos = timp). Prin brachistocrond se
intelege traiectoria pe care un corp care se deplaseaza intre doud puncte date, sub actiunea
gravitatiei, realizeaza cel mai scurt timp. Asadar, dintre toate curbele aflate intr-un plan
vertical si trecand prin punctele fixe 0(0,0) si P(a,b), cu P mai jos decat O, s se
determine acea curba pentru care timpul de coborare din O in P a unui punct material greu
fara frecare, sa fie minim.

Pentru rezolvare, vom orienta axa Oy pe verticala in jos ca in fig. 1.1. Fie y = y(x),
x€[0,a], y(0)=0, y(a)=b, a,b>0, curba cautata. Fie v viteza de deplasare a punctului
ds

Ney

Prin urmare daca 7 este timpul necesar pentru ca punctul material sd ajunga in punctul P,
vom avea

material, deci v=,/2g y :élﬁ, unde ds este lungimea arcului OM . Atunci df =
t

sz ds :j 1+y2(x)dx
FN2&Y o 28 y(x)
01(0,0) X
M(xy)
P(a,b)
y

Fig. 1.1
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Problema suprafetei de rotatie de arie minima consta in determinarea unei curbe
y=y(x), xe€la,b], y(a)=c, y(b)=d, cu

. - . . . y
proprietatea cd aria suprafetei de rotatie a
graficului 1n jurul axei Ox este minimd (fig. ’]\\/ (b.d)
1.2). Dupa cum se cunoaste, expresia acestei arii Hac) m
este S D
b 'I E \l " : ‘l
A=2;zjy(x) 1+ " (x)dx. P P
a 0 :. a .: : b : X
Fig. 1.2

Echilibrul unei membrane deformate. O membrana elastica in stare de repaus are
forma domeniului D < xOy (fig. 1.3). Fie C frontiera lui D. Deformam conturul C al

membranei in directia perpendiculard pe planul xOy si notdm cu u(x,y) deplasarea
(deformatia) unui punct oarecare M (x,y)e D (deformarea conturului atrage dupd sine si

deplasarea punctelor din interiorul membranei). Se cere sa se determine pozitia de echilibru a
membranei cand cunoastem deformarea conturului ei. Aria membranei deformate va fi

”1/1+uf +u)2) dxdy .
D

Daca deplasarile sunt mici,
aproximam aceastd arie cu z

1
J.J.(1+E(u§ +u§)j dxdy .
D
Rezulta cd variatia ariei suprafetei
deformate este

%H(uf+ui) dxdy .
D

Se admite ca energia potentiald a
membranei deformate este proportionald cu o
cresterea arie sale. Prin urmare energia
potentiald de deformatie £ este

E=§”(uf+ui)dxdy, (1)
D Fig. 1.3

unde x4 este o constantd care exprima

calitatile elastice ale membranei. Presupunem ca se cunosc deplasarile punctelor de pe contur,
deci ca
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ul. = (x,»), )
@ fiind o functie cunoscuta.
Pozitia de echilibru se realizeaza cand energia potentiala este minima. Se obtine astfel
urmitoarea problemi variationald. Dintre toate functiile u € C '(D) care satisfac conditia (2),
sa se determine acea functie pentru care integrala (1) devine minima.

4.2. Extreme ale functionalelor. Variatia intdi a unei functionale. Teorema lui
Fermat

Pentru Inceput, reamintim cateva notiuni invatate la cursul de Analizd matematica.

Fie X un spatiu vectorial real.

Definitia 4.2.1. Se numeste norma pe X o functie || . || : X > R, , cuproprietitile:
1) ||x||=() S x=0,;
2) ||ix||=|ﬂ,|||x , VAeR, Vxe X;

3) [ ol <+
Spatiul vectorial X 1nzestrat cu o norma se numeste spatiu vectorial normat.

, Vx,ye X . (inegalitatea triunghiului)

Exemple. 1) Fie a,beR, a<b, I =[a,b] un interval si n e N". Spatiul vectorial real

C "(I;R) al functiilor y:7 — R declasaC ", inzestrat cu norma
Iy = su?|y(x)| + su}:>|y'(x)| +.t Sl}p‘y(") (x)|, (1)

este un spatiu vectorial normat. De asemenea, spatiul vectorial real C '(/;R*) al functiilor

vl >R y(x)= ((y(x), z(x)) ,unde y,zeC '(I;R), inzestrat cu norma

[Pl =spy* () +2° () +sup )y () + 2 () 2)

xel

este un spatiu vectorial normat.

2) FieD cR* un domeniu mirginit de o curbd inchisd, netedd pe portiuni. Spatiul
C '(D;R) este spatiu vectorial normat in raport cu norma

+ sup , VzeC '"(D;R). (3)

(x,y)eD

0z
5()(9 y)

1%
||z||: sup7|z(x,y)|+ sup‘—z (x,)
(x,y)eD (x,y)eD ox

Definitia 4.2.2. Fie X un spatiu vectorial normat, y, € X si » >0. Se numeste bila

deschisa cu centrul in z, §i de raza r multimea B(y,,r) = { yveX;

y —y0| < r} . Multimea

Ac X se numeste deschisa daca Vy € A, exista r > 0 astfel incat B(y,r)c 4.
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Definitia 4.2.3. Fie (y,), < X . Sirul (y,), converge la y e X si se noteaza y, — y

dacad si numai daca lim” v, = y|| =0. Sirul (y,), se numeste sir fundamental sau sir Cauchy

dacd si numai daca lim || ¥, —¥,/[=0. Un spatiu vectorial normat, in care orice sir Cauchy

m,n—>0

este convergent se numeste spatiu complet sau spatiu Banach.

Observatia 4.2.1. Reamintim ca pe spatiul C ([a,b];R), al functiilor continue pe
[a,b], se poate defini norma Cebasev:
gl =supdlg()f;x la.,b]} , Vg C ([a,b];R).
Mai mult, spatiul C ([a,b];R) inzestrat cu norma Cebasev este un spatiu Banach.
Rezultatul se extinde si pentru spatiul functiilor continue pe o multime compacta
K c R" cuvaloriin R™. Cu aceste precizari, norma (1) se mai scrie:
_ ' (n
A=+ e+

De asemenea, normele (2) si (3) devin

[71=1A1e +1 .
respectiv
Jel=lel. + |+
< loxlle oy,

Este usor de observat ca spatiile vectoriale normate din exemplele 1) si 2) sunt spatii
Banach.

Fie X un spatiu vectorial normat. In cele ce urmeaza, prin functionald pe X
intelegem orice functie F : X —> R.

Exemple. Problemele clasice ale calculului variational prezentate sectiunea 4.1, ne
sugereaza sa consideram urmatoarele functionale.

1) Fie X =C '([0,a];R). In cazul problemei brachistocronei, definim pe X
functionala-timp T X >R,

T (y):]i—“lj/Ly_(’z)(x)dx, VyeX.
0 X

De asemenea, in cazul problemei suprafetei de rotatie de arie minima, pe
X =C '([a,b];R) putem defini functionala-arie A X ->R,

b
A ()= YN+ (0)dx, Vye X .
Mai general, pe X =C '([a,b];R) putem considera functionale de tipul
b
F ()= F(xyx), ) (x)dx,

unde F este o functie continui pe un domeniu Q — R’, iar y este o functie oarecare de clasi

C ' pe [a,b], cu proprietatea ci (x, y(x),y'(x)) e Q, Vxe[a,b].
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2) Problema echilibrului unei membrane deformate care ocupa domeniul marginit
D cR?, ne conduce la considerarea functionalei-energie
2 >

E ()= [[ 6l +u}) dxdy.

cunoscutd sub numele de integrala energiei sau integrala Dirichlet a functiei u: D —> R.

Mai general, pe X =C '(D;R) putem considera functionale de tipul

F @)IF@yJUy) uy> wywmw,
unde F este 0 functle continud de cinci Varlablle reale, definita pe multimea

{(x,»,z(x, y) (x y) (x ) € R’;(x,y) e D}, z fiind o functie de clasi C ' pe domeniul

D.

Definitia 4.2.4. Fie X un spatiu vectorial normat, 4c X si F :4—>R o
functionald. Un element y, € A se numeste punct de minim local (respectiv maxim local)

pentru F , daca existd » >0 astfel incat pentru orice y € A care satisface || y— y0||<r,

rezultd F (y)2F (y,) (respectiv F (y)<F (y,) ). Un punct de minim local sau de

maxim local se numeste punct de extrem local. Dacd inegalititile de mai sus au loc pentru
orice y € A, atunci se poate vorbi de punct de minim global (respectiv maxim global) sau

extrem global.

In continuare, fie X wun spatiu vectorial normat, 4 X o multime deschisa,
F :4— R o functionald, y,e 4 si he X, h#0,, un element fixat. Multimea A fiind

deschisd, exista r>0 astfel iIncat B(y,,r)c 4. Daca teR, atunci elementul

y=Y,+the B(y,,r) dacd si numai daca ||y y0||< r, deci daca si numai daca |t|

consecinta, putem defini functia reala

¢h:(_|r ]_)Ra @, ()=F  (y,+th). 4)

Definitia 4.2.5. Fie X wun spatiu vectorial normat, 4c X o multime deschisa,
F 4> R si y,€4.Sespune ca F  admite variatia intdi in y, pe directia unui vector

nenul he X , daci functia ¢, dati de (4) este derivabila in punctul #=0. In acest caz, ¢](0)
se numeste variatia intdi a lui F in y, pe directia lui h si se noteaza cu SF (y,).
Vectorul 4 se numeste variatie a argumentului functionalei F . Un punct y, € 4 cu

proprietatea ca oF (),)=0, Vhe X, se numeste punct critic (stationar) al functionalei
F

Prin urmare
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oF (yo):{iinglimF (o +th)—F (yo). )

t—0 t

Dacd h=0, atunci punem oF (y,)=0.

Observatia 4.2.2. in particular, fie X =R", heR", h#0 si s= versorul lui 4.

h
|
Atunci

oF (yo):d%(yo)a

unde

(»,) este derivata lui F dupa directia lui s in y,. Asadar, notiunea de variatie

intai este o extindere a conceptului de derivata dupa o directie.

Ca si in cazul functiilor reale urmétoarea teorema furnizeaza o conditie necesard de
extrem.

Teorema 4.2.1. (Teorema lui Fermat). Fie X un spatiu vectorial normat, Ac X o
multime deschisa si F 1 A— Ro functionala. Daca y, € A este un punct de extrem local

pentru F si daca F admite variatia intdi in y, pe orice directie, atunci y, este punct

critical lui F | adica
SF (3)=0,VheX. ©6)

Demonstratie. Egalitatea (6) este evidenta pentru ~2=0,. Sd presupunem acum ca
h#0, sicd y, este punct de minim local, in cazul in care y, este punct de maxim local

rationamentul fiind similar. Conform definitiei, existd r» >0 astfel incat pentru orice

yeAnB(y,,r) are loc F (y)=2F (y,). Multimea 4 fiind deschisa, putem alege r >0

suficient de mic astfel incat B(y,,r)c A. Asadar, pentru orice ye B(y,,r) avem
r

F (»)=F (y,). Deoarece pentru |t|<”7, y=Y,+the B(y,,r), rezulta cd pentru orice

te [—”%,%”J are loc inegalitatea F  (y, +th)>F (y,) care, tindnd seama de (4), se mai

poate scrie sub forma ¢, () = ¢,(0), Vt e (—L,LJ . Conform teoremei clasice a lui Fermat

7 ]

pentru functii de o variabila reala, rezultd ca ¢, (0) =0 sau, echivalent, SF (y,)=0.m

In cele ce urmeazd, vom aborda problema determinarii punctelor critice (stationare)
pentru functionale concrete.
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b
4.3. Functionale de tipul F  (y)= I F(x,y,y)dx

Fie D c R’ o multime deschisid, F: D —> R o functie de clasiC ' si / =[a,p]CR.
De asemenea, fie

D ={yeC '(;R) | (x,y(x).y'(x))eD, Vxel},
Consideram functionalaF :D — R,

F()=[F(xy,y)dx, ¥yeD . (1)

Aceasta functionald depinde de F .
Lema 4.3.1. Multimea D este deschisad in spatiul BanachC '(I;R).

Demonstratie. Fie y, €D oarecare. Cum functia vectoriala
x = (x,y,(x), 5 (x)): I - DR’
este continud, rezultd ca multimea K ={(x,y,(x),y;(x));xel}c D este compacta. Fie
r=dx,CD)=inf{d(M,N);M € K,N e CD} . Deoarece KNCD =, K este compacta si
CD este inchisd, rezulta ca »>0 (vezi [8], Teorema 5.2.1, pag. 100). Vom ardta ca

B( yo;g) cD , deunde varezultacda D este o multime deschisa. Fie y € B( yo;g) . Atunci

= yoll = sup |y(6) = 3y (0] +sup| ') -y 0] < 5
In particular, averr)lcE N

@) =3 @]+ (@)= yy)| < 7. Wxel 2)
Fie x € [ oarecare fixat, M (x,y,(x),y;(x)) € K si P(x,y(x),y'(x)). Avem

d(M,P) =J(y(x) = $,(x))" +('(x) = 35 (¥))* <[3(2) = 3, ()| + | () = i ()| < % -

Cum d(P,K)<d(P,M), rezultda ca d(P,K)< % Din aceastd ultima inegalitate

deducem ca P e D, pentru cd, in caz contrar, PeCD si d(P,K)>d(CD,K)=r, ceea ce
este absurd.

In definitiv, am aratat ca daca yeB( yo;%) , atunci (x, y(x),y'(x))e D, Vxel, deci
yeD . Cuaceasta, lema este demonstrata. m

Ne punem problema determindrii functiilor din D care realizeazd un extrem al
functionalei (1) pe aceasta multime. Conform teoremei lui Fermat, dacd y, eD realizeaza un

extrem al functionalei (1) pe D , atunci, in mod necesar
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SF  (5)=0, VheC '(I;R).
In practica se pune problema determinirii punctelor de extrem ale functionalei (1) cu
capete fixe. In acest caz, fie ¢,d € R numere date si

A ={yeD |ya)=c, yb)=d},

cunoscutd sub numele de multimea functiilor admisibile ale problemei. Este usor de constatat
cd, daca se cunoaste o functie y, €A , atunci orice altd functie y €A  este de forma

y=Y,+h, unde h(a)=h(b)=0. Prin urmare, daca y, €A realizeaza un extrem al

functionalei (1) pe multimea functiilor admisibile, atunci, in mod necesar
SF  (3)=0, YheC "(I;R), h(a) = h(b) =0.

Pentru rezolvarea problemelor de extrem pentru functionala (1) este util urmatorul
rezultat.

Lema 4.3.2. (Lema fundamentala a calculului variational). (Lagrange). Fie
f:[a,b] > R o functie continua cu proprietatea ca pentru orice functie h:[a,b] > R, de

clasaC ' pe [a,b], cu h(a)=h(b) =0, satisface conditia

[ fhdx=o0. ©

Atunci f(x)=0, pentru orice x €[a,b].

Demonstratie. Functia f fiind continud, este suficient sa aratam ca f(x)=0, pentru
orice x € (a,b). Presupunem, prin absurd, cd f nu este identic nuld pe (a,b), deci existd
c € (a,b) astfel incat f(c)= 0. Fard micsorarea generalitatii, putem presupune ca f(c)>0.
Functia f fiind continud in punctul ¢, pentru orice & >0 existd 0 =0J(¢) >0 suficient de
mic, astfel incat J =[c—9J,c+ ] < (a,b) sipentru orice x € J , avem |f(x) —f(c)| <g. Altfel

spus, pentru orice x €J au loc inegalititile f(c)—& < f(x)< f(c)+¢. In particular, pentru

1 e o : - . A
£ =5 f(c) rezulta ca existd un interval corespunzitor J =[c—J,c+ 0] astfel incat pentru
. 1 . .
orice x€J avem f(x)> 5 f(c). Fie functia

0, dacixeJ

Se verifica usor ca functia / satisface conditiile din enuntul lemei. In plus, folosind
teorema de medie, rezulta ca

h(x):{(x—c+5)2(x—c—5)2, dacixeJ

c+o c+o

[fhx)dx= [ f()h(x)dx > %f(c) [ hGodx = f(e)h(£)8 >0,

unde &£ e (c—0,c+0), ceea ce contrazice (3). m

Observatia 4.3.1. Lema lui Lagrange ramane valabild daca functia /2 din enuntul
lemei este o functie de clasi C “, k>1, pe [a,b], care se anuleazi in a si b impreuni cu
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derivatele sale pana la ordinul k-1 inclusiv. Este suficient sa luam
h(x)=(x—c+0)*(x—c-06)**,daci xeJ .

Lema 4.3.3. (Du-Bois-Raymond). Fie f:[a,b)] >R o functie continua cu
proprietatea cd pentru orice functie h:[a,b]—> R, de clasaC ' pe [a,b], cu h(a)=h(b)=0,
satisface conditia

[ reon Godx=0. (4)

Atunci functia f este constanta pe intervalul [a,b].

Demonstratie. Fie
h:la,b] >R, h(x)=[(f()-c)dt,
unde ¢ este o constanta care se determind din conditia /4(b) =0, deci
1 b
c=— x)dx.
b_alf()

Este clar ca functia /4 astfel construita este de clasi C ' pe [a,b], satisface conditiile
h(a)=h(b)=0 si h'(x)= f(x)—c. Atunci

[(f@)=c) de=[(f(x)—c) W (x)dx =

b b
= j FOR (x)dx—c j R (x)dx = 0— c[h(b)— h(a)] =0.
Integrantul fiind pozitiv si functia f continua, rezultd cd f(x)=c, Vx€[a,b]. m

Corolarul 1. Daca P,Q:[a,b] > R sunt functii continue care satisfac
b

I[P(x)h(X) +Q(x)h'(x)]dx =0

pentru orice functie h de clasi C ' pe [a,b], cu h(a)=h(b)=0, atunci functia Q este
derivabila si Q'(x) = P(x), Vx €[a,b].

Demonstratie. Fie functia f:[a,b]> R, [f(x) :IP(t)dt. Aceasta functie este

derivabild si f’'(x) = P(x), Vx €[a,b]. Conform ipotezei, pentru orice functie / de clasi C '
pe [a,b], cu h(a)=h(b)=0,avem

[LF/(0)A(x) + Q(0)h'(x))dx = 0,

de unde, integrand prin parti, obtinem



4. Elemente de calcul variational 59

b
J 00 (e = F o= | FGIW (o

in conseacin;é a “
T[Q(X) — f()]H (x)dx =0.

COl’lfOI‘l’Ial Lemei 4.3.3, rezultda ca functia Q- f este constantd pe [a,b], deci

O'(x)=f"(x)=P(x), Vxela,b]. m

Teorema 4.3.1. (Teorema lui Euler). Fie D c R’ o multime deschisd, F:D —>R o
functie de clasaC ', I =[a,b]c R si D ={yeC '(I;R) | (x,y(x),y'(x)) eD, Vxel}.

Fie, de asemenea, functionalaF :D — R,
b
F()=[F(xy,y)dx, ¥yeD .
Daca functia y,eA ={yeD | y(a)=c, y(b)=d} realizeaza un extrem al
functionalei F pe multimea  functiilor — admisibile A , atunci functia
F
X %(x, V,(x), yo(x)) este de clasaC ' pe [a,b] si functia y, verifica ecuatia diferentiald

or _dfor .
oy dxloy' )

Demonstratie. Fie h o functie de clasi C ' pe [a,b], care satisface conditiile la limita

h(a)=0, h(b)=0 si functia goh:[— r j—)R @, (t)=F (y,+th). Variatia intai a

functionalei F  este oF (y,)=¢;(0), deci

SF ()= %( [ F (x5, (0)+ th(x). v, (x)+rh'<x))dxj

t=0

}dx )
t=0

{ (%3 (0, () - () + f (3,75 () () h(x)}

{ (2, Y () + 1h(x), o () + 1 (x) )

Q — D e O

Conform teoremei lui Fermat, SF (y,) =0, pentru orice functie % de clasiC ' pe
[a,b], care satisface h(a)=0, h(b)=0, deci
b

J Bi(x Yo, () h(x) + f (530 (D () h(x)}dx 0

a

Concluzia teoremei rezulta din Corolarul 1. m
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Asadar, teorema lui Euler ne da o conditie necesara de extrem, cu care problema poate
fi complet rezolvatd In multe cazuri. Problema conditiilor suficiente de extrem depaseste
cadrul acestui curs si nu o vom aborda.

Ecuatia diferentiala (5) se numeste ecuatia lui Euler-Lagrange asociatd functionalei
F . Solutiile ecuatiei diferentiale (5) se numesc extremale. Ele sunt susceptibile de a fi
puncte de minim pentru functionala F

Observatia 4.3.2. Daci functia F €C *(D), derivand in raport cu x termenul drept al
ecuatiei (4), aceasta devine
O°F , O°F , O°F OF
2 y + ' y + AL =
oy oyoy oxoy' Oy

2

Rezulta ca, daca nu este identic nuld, atunci ecuatia diferentiala (4) este o ecuatie

12

diferentiala de ordinul al doilea, deci solutia sa generald depinde de doud constante arbitrare.
Aceste constante se determind folosind conditia suplimentard a problemei: curba
cautata trebuie sa treacd prin doud puncte date.

Exemplu. Sa se determine extremalele functionalei
2
F ()= [(y” +12y")dr,
1

care satisfac conditiile la limita y(1)=1, y(2)=8.

In acest caz F(x,y,y")=x>y"? +12)7, %::24% %:szy'.

In consecinti, ecuatia Euler-Lagrange va fi
24y —%(2x2y') =0 sau 24y —4xy' —2x°y"=0.

Se ajunge astfel la ecuatia diferentiala de tip Euler
2_n

xy"+2xy"' =12y =0.

: s . ., d
Facem schimbarea de variabila x =¢' si tinem seama ca y' =¢” d—y ,
t
" -2t dzy dy . . . . - - A . « . -
=e W a ) Atunci, ecuatia diferentiala Euler se transforma in ecuatia liniard cu
coeficienti constanti

d’y d

X2 q2y-0,

de” dr

care are solutia y(¢) = C,e” + C,e™" . Prin urmare solutia ecuatiei diferentiale Euler este
C . e e SRR
y(x)=Cx’ + —2 . Din conditiile la limita obtinem C, =1, C, =0. Asadar, extremala cautata
X

este y(x)=x".
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O°F . .

e =0. Atunci functia F este de forma
F(x,y,9) = P(x, )+ Q(x, y)y".

Ecuatia lui Euler devine
P00, 20 30,
oy 0oy ox Oy

Observatia 4.3.3. Sa presupunem ca

b

adica
P2 ©)
oy Ox

Daca aceasta relatie este satisfacuta identic, atunci expresia de sub semnul integralei

[P(x, y)+0O(x,y)y'ldx = P(x, y)dx+ O(x, y)dy
va fi o diferentiald totald exacta, deci valoarea integralei depinde numai de capetele curbei, nu
si de drumul de integrare. In acest caz problema variational nu are sens.

Daca relatia (6) nu este satisfacuta identic, atunci ea defineste o curba bine
determinata, care, in general, nu va trece prin punctele date. In acest caz, problema
variationala nu are solutie. In anumite cazuri particulare, relatia (6) poate s dea solutia
problemei de extrem pentru functionala corespunzatoare.

Exemplu. Sa se determine extremalele functionalei
2
F ()= [Gx=y)ydx,
1
care satisfac conditiile la limita y(1)=1, y(2)=8.

< . S . F :
In acest caz F(x,y,y") =3xy—»", iar ecuatia lui Euler devine Z— =0, adica
y

. 3 . . ) . .
3x—2y=0. Prin urmare, y(x)= Ex , care, in mod evident, nu satisface conditiile la limita.

Cazuri particulare ale ecuatiei lui Euler

1) Functia F nu depinde de y .

In acest caz Z—F =0 si ecuatia lui Euler devine

4
dfoF)_y.
x| oy
deci
oF_c ™)
oy

este o integrald prima pentru ecuatia lui Euler.

Exemplu. Sa se determine extremalele functionalei

Foo0)=[y0+xy)dx,
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care satisfac conditiile la limita y(1)=3, y(2)=5.

In acest caz F(x,y,")=y'(1+x*y"), deci F nu depinde de y . Conform celor de mai

. . . .. , . Cc-1
sus, extremalele functionalei satisfac ecuatia (6), adicd 1+2x°y’' = C . Atunci y' = Byt de
X

unde, prin integrare, gdsim familia de hiperbole y = G +C, . Constantele C, si C, se
X

e . . . . 1
determind din conditiile la limita. Obtinem sistemul C, +C, =3, ECI +C, =5, care are

solutiile C;, =—4, C, =7. Extremala cautata este y(x)="7 _4 .
x

2) Functia F nu depinde de x .

In acest caz vom arata ca

, OF
y——=C ®)
oy
este o integrald prima pentru ecuatia lui Euler.

F—

Intr-adevir, deoarece F = F(y,y") si tinind seama de ecuatia lui Euler, obtinem
succesiv:

d[ ,aFj oF , oF , oOF , ,d(aFj

dr o) v Ty Ty ey

,(GF d{aFj]
=V =0,
oy dx\ 9

de unde rezulta (8).
Exemplu. Sa se rezolve problema brachistocronei. Altfel spus, sa se determine
extremalele functionalei

care satisfac conditiile la limita y(0)=0, y(a)=5.

2 ’

. 1+ /a .
In acest caz F(x,y,y)=F(y,y") = Y Deoarece 6_, = #, din (8)
Jy o fyfi+y?
. 1+y"” " o 1 1
obtinem - =C, care se mai scrie ———=C. Notand k =—,
Jy NN NN e c?
rezultd ca
k
y= 2"

I+y
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Punand y' =ctgt, rezulticd y=ksin’ ¢ = g(l —cos2t) . Atunci

_d_y_ k sin 2¢

!

y ctgt

dx =2ksin® tdt = k(1—cos 2¢)dt .

Prin urmare
k :
x= E(2t—s1n21)+kl .
Asadar, obtinem curbele sub forma parametrica

x= ﬁ(?_t —sin 2¢t) +k,
> ©9)
y =E(1—c0s2t)

constantele & si &, fiind arbitrare si se determina din conditiile la limita. Ecuatiile (9)
. e o . . : _k <
reprezinta o familie de cicloide generate prin rostogolirea unui cerc de raza 5 pe axa reala.

Punctele de intoarcere vor fi puncte de pe axa reald de abscise x =k, +2nzk, neZ.
Cum, prin ipoteza, curba cdutatd trece prin origine, va rezulta k, =0 . Constanta k se
determind din conditia y(a)=5.

b
4.4. Functionale de tipul F  (y,z)= J F(x,y,z,y,z")dx

Fie D c R’ o multime deschisid, F: D —> R o functie de clasiC ' si / =[a,b]cR.
De asemenea, fie
D ={(».2)eC '(LR?) | (x,p(x),2(x),y'(x),2'(x)) e D, ¥x eI},
Yi» V-2, 2, € R numere date si

A ={(»2)eD |y@)=y, y(b)=y,,2(a)=z,2(b) =z}
Consideram functionalaF A —>R,

F (y,z)=J‘F(x,y,z,y',z')dx. (D)

Aceastd functionald depinde de F . Multimea A  se numeste multimea functiilor
admisibile.

Teorema 4.4.1. Dacid (y,z)eC '(I;R’) realizeaza extremumul functionalei (1) pe

F
multimea  functiilor — admisibile, atunci functiile xH%(x, y(x),y'(x),z(x),z'(x)),
y

F
X %(x, y(x), y'(x),2(x),2'(x)) sunt de clasd C ', iar functiile y §i z verifica sistemul de
/4

ecuatii diferentiale
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oF _d (aFj
gy dx{ oy
r_d(or)
0z dx\ oz

Demonstratie. Fie (g,h)eC '(I;R*) care satisface conditiile la limitdi g(a)=0,
g(b)=0, h(a)=0, h(b)=0 si functia

2)

r r
(p(g,h):(_”(g’ , h)”j_)]R’ ey =F (y+ig,z+1th).

Variatia intéi a functionalei (1) este 5, ,F (v,2)=¢/,,,(0), deci

SenF (12)= %[I F (x, y(x)+1tg(x), y'(x)+1tg'(x),z(x)+ th(x),z'(x) + th'(x))de

e

| [a—(x,yoc), V0, 200,2'() - 2(3) +%(x, Y0, (0, 2(x), () g'(x)}dﬁ

t=0

‘f{ (x, y(x) +1g(x), y'(x) + 18" (x), z(x) + th(x), 2'(x) + th’ (x)))

+j[ (5,300,260, 2(0) - )+ or (0 (0,202 (x))h(x)} 3)

Conform teoremei lui Fermat, &, ,

C ' pe [a,b], care satisfac g(a)=0, g(b)=0, h(a)=0, h(b)=0.
In particular, scriind S s (¥,2)=0 pentru (g,0) respectiv (0,4) si tindnd seama

de (3), obtinem:
b

| B—i(ny(x),y'(x),z<x>,z'<x>) 8+ 2 (0. Y0, 20,7 () g'(xﬁdx 0,

a

F (y, z) =0, pentru orice functii g si 4 de clasa

b

J {%Z(x,y(xx (0,20, (0)- GO+ 5 (5,0, (0,20, 200) h’<x>}dx =

a

Concluzia teoremei rezulta din Corolarul 1. m

Asadar, Teorema 4.4.1 da conditii necesare de extrem. Sistemul de ecuatii diferentiale
(2) se numeste sistemul Euler-Lagrange asociat functionalei (1). Curbele y si z care satisfac

sistemul (2) se numesc curbe extremale sau, simplu, extremale ale functionalei (1).

Observatia 4.5.1. 1) Daca functia F' nu depinde explicit de y sau z, atunci sistemul
(2) admite, in mod evident, integralele prime

-=C respectiv G_F, =C'.
0z
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2) Daca functia F' nu depinde explicit de x, atunci sistemul (2) admite integrala

prima

Intr-adevir,
d ,OF ,0F\ oF , oF , oF , oF ,
—y -z — ==y +—zZ+— ' +—2Z"-
oy’ oz' ) oy 0z oy’ oz'

,OF ,d(aF] ,OF ,d(aFj
-y — - -z — =z =0,

dx

o Talay) T e

deoarece y si z care satisfac sistemul Euler-Lagrange.

Exemplu. Sa se determine extremalele functionalei
Fo(n2)=[@yz-2y" +y" =2")dx,
0
care satisfac conditiile la limita y(0)=0, y(7)=1, z(0)=0, z(z)=1.

Deoarece F(x,y,z,)',z")=2yz—2y> + "> —z"*, sistemul Euler-Lagrange devine:

G_F_i G_F: =2z—-4y-2y"=0
oy dx\oy
AR TCARVRR
0z dx\ oz
Din sistemul »"+2y—-z=0, z"+y =0, eliminand pe z, obtinem ecuatia diferentiala

y" +2y"+y =0, a cirei solutie generali este
y(x)=C, cosx+C,sinx+x(C,cosx+C,sinx).

Din conditiile y(0)=0, y(7)=1, obtinem C, =0 s1 C; =——. In consecinti
/4

. . X
y(x)=C, smx+C4xsmx—;cosx X

Din prima ecuatie a sistemului rezulta ca
. . |
z(x)=C,sinx+C,(2cosx+xsinx)+—(2sinx—xcos x) .
T
Folosind conditiile z(0)=0, z(z) =1, obtinem C, =0 si C, arbitrar. In concluzie,
curbele extremale cautate sunt:

. X
y(x)=C,sinx——cosx,
Vg

. 1 ..
z(x)=C,sinx+—(2sinx —xcosx) .
/4
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b
4.5. Functionale de tipul F  (y) = _[ F(x, 3,5,y y")dx

Procedand ca in sectiunea 4.3, vom aborda probleme ale calculului variational, in care
functia de sub semnul integrala depinde nu numai de derivata de ordinul intdi, ci si de
derivatele de ordin superior. Probleme de acest tip apar des in teoria elasticitatii. Prezentam,
pe scurt, un exemplu. Sa se determine forma axei unei grinzi incovoiate, cu anumite conditii
la extremitati. Aceastd problemd revine la gasirea extremumului energiei potentiale a
sistemului. Dar energia potentiala a unei grinzi incovoiate depinde de curburd. Prin urmare, in
aceastd problema se cautd curbele extremale in cazul in care functia de sub semnul integrald
depinde de derivatele de ordinul intai si de ordinul al doilea ale functiei necunoscute.

Fie I =[a,b]c R, neN" sifieC "(I;R) spatiul vectorial real al functiilor y:7 — R
de clasaC ", Inzestrat cu norma
Iy = su?|y(x)| + su?|y’(x)| ot s?p‘y(”’ (x)‘ )
Dacid F:[a,b]xR"™" — R este o functie datd, de clasi C ', considerim functionala
F C"(;R)>R,

b
FooO)=[Fop,y, "y ). (1)

Problema pe care o vom aborda se enuntd in modul urmator. Dintre toate curbele
v eC "(I;R), care verifica conditiile la limita:
y(a) :cl 5 y'(a) :CZ IAREE) y(nil)(a) = cn )
wby=d,, yb)=d,,..., y"(b)=d,, 2
sa se determine acea curba de-a lungul careia functionala (1) realizeaza un extremum.
Se constata usor ca, daca se cunoaste o functie y, €C "(/;R) care verifica conditiile

la limita (2), atunci orice alta functie y €C "(/;R) care verifica, de asemenea, conditiile la
limita (2), este de forma y=y,+4,unde 7 €C "(I;R) satisface conditiile la limita:
h(a)=0, h'(a)=0,..., """V (a)=0,
h(b)=0, K'(b)=0,..., K" "(b)=0. 3)
Prin urmare, dacd y, eC "(/;R) realizeazd un extrem al functionalei (1) pe multimea
functiilor dinC "(I;R) care satisfac conditiile la limita (2), atunci, in mod necesar
SF (1)=0,
pentru orice h €C "(I;R) care satisface conditiile la limita (3).

Teorema 4.5.1. FieF :[a,b]xR"™ >R o functie de clasd C ""'. Dacd functia
yeC *(I;R) realizeazdi un extrem al functionalei (1) pe multimea functiilor din C "(I;R),
care satisfac conditiile la limita (2), atunci functia y verifica ecuatia diferentiala

oF d (GFJ d’ [8F]+m+(_l)n1 d’ [ oF j @

ay _a G_y! _ﬁ ayu dxn ay(n)
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Demonstratie. Vom ardta ca functionala (1) admite variatia intdi in orice punct

y eC "(I;R), dupa directia oricarui # €C "(I;R). Intr-adevar

d h ' 4 (n) (n)
oF (y):EUF(x,y+th,y +th',..,y" +th )dx

t=0

b
:I[a—F-h+ali-h’+a—F,,-h"+.. o h(")}dx
L Dy 0y "

S& presupunem acum ca functia / satisface conditiile la limitd (3). Integrand prin
parti, pentru orice k, 1<k <n, obtinem
j OF  hdy = -[ i( oF ] A D =

ay(k) dx ay(k)
b
ol Jo e s fra
in consecintd, avem
oF d|(oF d" [ OF
oF (= J___ ACED | ||y
dx\ 9’ dx" \ oy

Deoarece oF (y)=0 pentru orice functie /4 de clasda C " pe [a,b], care satisface
h(a)=0, h(b)=0, din lema fundamentald a calculului variational rezultd ca functia y

satisface ecuatia diferentiald (4). m

Prin urmare Teorema lui 4.5.1 da o conditie necesara de extrem. Ecuatia diferentiala
(4) se numeste ecuatia Euler-Poisson asociatd functionalei (1). Solutiile acestei ecuatii se
numesc curbe extremale sau, simplu, extremale ale functionalei (1).

Exemplu. Sa se determine extremalele functionalei
1
Fo)=[@w' -2y =y +y")dx,

0
care satisfac conditiile la limita y(0)=1, »'(0)=0, y(1)=chl, »'(0)=shl.

n F
Inacestcaz F(x,y,y,y")=2y'—=2y" =y + ", 2— =2y'-4y,
Y

oF
—=2y-2y,
Py, y—2y
' d ' d2 " w 4 : i AS :
2y' =4y ——QR2y-2y)+—(2y")=0 sau y~ +y"-2y=0. Ecuatia caracteristicd a acestei
-1, =12, r,=-1V2.

oF 5 e : . e . .
P =2y". In consecintd, ecuatia Euler-Poisson asociata functionalei este
Y

ecuatii diferentiale este »* +7°> —2=0 si are radacinile r, =1, r, =
Atunci solutia generald a ecuatiei Euler-Poisson va fi
y(x)=Ce" +C,e " +C;cos V2x+ C,sin V2x.
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Tindnd seama de conditiile la limita, este util sd scriem aceastd solutie generala
folosind functiile hiperbolice. Deoarece e =chx+shx si e =chx—shx, atunci, notand
k=C +C,, k,=C,—C,, rezulta ca solutia generala a ecuatiei Euler-Poisson se poate scrie
sub forma

y(x) = k,chx + k,shx + C, cos V2x+ C,sin V2x.
Folosind conditiile la limita, ajungem la sistemul algebric liniar £, +C, =0,
k, +~2C, =0, kchl+k,shl+C,cos~/2 +C,sin2 =chl, kshl+k,chl—+2C, sinv/2 +
+\/5C4 cos~/2 =shl. Rezolvand acest sistem, obtinem & =1, k, =0, C, =0, C,=0. Prin
urmare, extremala cautatd este y(x)=chx.

4.6. Functionale de tipul F  (u) = HF(x y,u Zu Ou )dxdy

Fie DR’ un domeniu mirginit, a cirui frontierd este curba inchisi, netedi pe
portiuni C, U c R® o multime deschisd si F:U —>R 0 functie de clasiC '. Fie

D ={ueC (D;R) |(x y,u(x, y) (x y) (x y)jeU V(x,y)e D}.

Consideram functionalaF :D — R,
F W= J-F(x y,u(x, y) (x y) (x ¥))dxdy , (D

Se poate demonstra ca mul‘glmea D esteo submul‘glme deschisd a spatiului normat
C '(D;R).Daci g este o functie dati pe curba C, fie

A ={ueb; u|C:g}.
Este clar ca, daca functia u, €A  este cunoscutd, atunci orice alta functie u €A
este de forma u =u, +h, unde h|c =0.

Ne punem problema determindrii punctelor de extrem ale functionalei (1) pe multimea
A . Pentru rezolvarea acestei probleme sunt utile urmatoarele rezultate.

Lema 4.6.1. Fie f:D — R o functie continud cu proprietatea cd pentru orice functie

h de clasaC ' pe o multime deschisd ce contine D, cu h - =0, satisface conditia
[[ 7 Ce, ), yydxdy =0. 2)
D

Atunci f(x,y) =0, pentru orice (x,y) € D.

Demonstratie. Functia f fiind continud, este suficient sd ardtam ca f(x,y)=0,
pentru orice x € D . Presupunem, prin absurd, cd f nu este identic nuld pe D, deci exista
(a,b) € D astfel incat f(a,b)# 0. Fara micsorarea generalitatii, presupunem ca f(a,b)>0.
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Functia f* fiind continud in punctul (a,b), pentru orice ¢ >0 existd » > 0 suficient de
mic, astfel incat ¥ = B((a,b);r) < D si pentru orice (x,y) €V , avem |f(x, ¥) —f(a,b)| <eg.
Altfel spus, pentru orice (x,y)eV au loc inegalititile f(a,b)—¢&< f(x,y)< f(a,b)+¢. In

. 1 . .
particular, pentru &= 5 f(a,b) rezultd ca exista o bild corespunzatoare V = B((a,b); r)
astfel incat pentru orice x €V avem f(x,y)> % f(a,b). Fie functia

x—a) +(z=b)Y —r* 2, dacixeV
hxyy = { (= b7 =) .
0, dacax eV

Se verifica usor ca functia 4 satisface conditiile din enuntul lemei. In plus, folosind
teorema de medie pentru integrala dubla, rezulta ca

[] £ e y)h(e, yydedy = [[ £ (x, 9)(x, y)dedy >

> % f(a,b) jV [ A(x, y)drdy = % Fla,byh(x,7) 2’ >0,

unde (x,y) eV, ceea ce contrazice (2). m

Corolarul 1. Dacid P:D — R este o functie continud, iar Q §iR sunt doud functii de

clasaC ' pe o mulfime deschisd care contine D, care satisfac
Oh Oh
[P, 2)h(x, )+ 0(x, ) == (%, ) + R(x, ) == (x, )}dxdy = 0 3)
) ox oy
pentru orice functie h de clasiC ' pe o multime deschisd ce contine D, cu h| - =0, atunci

P(x,y)=aa—f<x,y>+g—ﬁ(x,y), Y(x.y)eD.

Demonstratie. Deoarece

Q@+R@:—(Qh)+—(Rh)— th—a—Rh
ox oy oy

rezulta ca
0
”[Q—+R—]dxdy J.J‘[—(Qh) +—(Rh)]dxd ﬂ[ ©h +—h]dxd :
Conform formulei Green—Rlemann si tindnd seama ca h| o =0, rezulta
0 0
[[I==(0h) +—(Rm)dxdy = § (~Rh)dx+ (Qh)dy =0.
S Ox oy 2
Asadar
o0
”[Q—+R—]dxd = —H[ h +—h]dxd
inlocumd in (3), obtinem

JJ1Pee ) =22 (5,002 G e sy =0,
S X oy
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pentru functie / de clasiC ', care satisface h|C = 0. Corolarul rezulta din Lema 4.6.1. m

Teorema 4.6.1. Daca functia u €A  realizeaza un extrem al functionalei (1) pe
multimea functiilor admisibile, atunci functia u verifica ecuatia cu derivate partiale

oF_ofor)_ofar) @
ou ox\ou, ) Oy|ou,
unde ux:a—u,u,:a—u.
ox 7 oy

Demonstratie. Fie h o functie de clasi C ', care satisface h| =0 si functia

®, :[—”%,%”J >R, ¢,@#)=F (u+th). Variatia 1intdi a functionalei (1) este

SF  (u)=9}(0), deci

SF w=2 [[F x,y,u+m,a—”+r@,a—”+t@ dy
dr °; ox Ox oy Oy

s 2,2
S dt

o  ox 'y Oy
” 8_Fh+6_F%+8_F8_h dxdy .
5| Ou  Ou, Ox Ou, Oy

t=0

—

dxdy =

t=0

Deoarece SF (u)=0 pentru orice functie /4 de clasda C ' care satisface h| =0,

obtinem ca

] OF O Oh  OF Oh b4y =0, YheC ', H], =0.
5| Ou  Ou, Ox Ou, Oy ¢

Teorema rezulta din Corolarul 1. m

Si 1n acest caz, Teorema 4.6.1 da o conditie necesard de extrem. Ecuatia cu derivate
partiale (4) se numeste ecuatia Euler-Ostrogradski asociata functionalei (1). Solutiile acestei
ecuatii se numesc suprafete extremale sau, simplu, extremale ale functionalei (1).

Exemplu. Fie Dc R’ un domeniu mirginit, a cirui frontierd este curba inchisa,
neteda pe portiuni C si f:D —> R o functie continud datid. S& se determine extremalele
functionalei

Foo()=[@+u +2fie) dxdy, (5)

care satisfac u| - =&, g fiind o functie data pe curba C.

2 2
Deoarece F(x,y,u,u u,)=u; +u, +2 fu , avem
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oF
el
ou /

deci ecuatia Euler-Ostrogradski este

d o
2f ——(Qu)——Q2u )=0,
S ax(ux) ay(uy)

, 6_F:2u“ a—F=2u ,
ou, " Ou g

y

adica
o’u  Ju
ot =/
ox~ Oy
Prin urmare, problema determinarii extremalelor functionalei (5) conduce la
rezolvarea problemei Dirichlet

Au=f
ul. =g



